Введение в теорию статистического вывода
Недавно прочитал замечательную книгу Хитосе Кумэ. Статистические методы повышения качества. Книга в первую очередь адресована практикам, причем не только менеджерам, но и рабочим. В книге раскрыты методы сбора и обработки данных для управления качеством (см. также Семь основных инструментов контроля качества). В книге содержится одна глава, посвященная статистическому выводу. С одной стороны, она несколько выбивается из общей канвы книги, с другой стороны, в ней содержится краткий обзор по теме, причем изложенный весьма доходчиво (более подробно см. Левин. Статистика для менеджеров с использованием Microsoft Excel). Собственно, перед вами эта глава с небольшими сокращениями и моими комментариями.
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Рис. 1. Место статистического вывода в наблюдениях и вычислениях
Статистика, как функция от результатов наблюдений
Когда мы хотим оценить среднее генеральной совокупности, мы берем множество наблюдений из этой совокупности и вычисляем их среднее. Вычисленное по выборке значение, такое, как выборочное среднее, называется статистикой. Иначе говоря, статистика – это функция от результатов наблюдений.
Надо отличать статистику от параметра генеральной совокупности. Для этого мы вместо термина «среднее» часто используем термины выборочное среднее и генеральное среднее. Параметр совокупности – это некоторое постоянное значение, которое, однако, фактически неизвестно. С другой стороны, мы всегда можем вычислить статистику по выборке, но эта статистика будет варьировать от выборки к выборке. Хотя мы хотим знать параметр совокупности, нам доступна только выборка, получаемая из этой совокупности. Следовательно, мы вынуждены оценивать параметр совокупности, основываясь на статистике (рис. 1).
Распределение статистики
Для статистического вывода надо знать распределения различных статистик. Проведем эксперимент. Воспользовавшись компьютером, генерируем множество выборок из 5 случайных чисел, подчиняющихся нормальному распределению со средним µ = 50 и дисперсией σ2 = 22, или в краткой нотации – N(50, 22). Заметим, что µ и σ2 – параметры генеральной совокупности. В Excel для получения одного целого случайного числа, соответствующего распределению N(50, 22) воспользуемся формулой =ОКРУГЛ(НОРМ.ОБР(СЛЧИС();50;2);0). На рис. 2 представлено 10 случайных выборок. Также можно увидеть следующие статистики (заметим, что все они относятся к конкретным выборкам, поэтому и варьируются от строки к строке): среднее (х̅), размах (R), дисперсию (s2), среднеквадратичное отклонение (s), и два стандартных средних (u, t). Слово «стандартное» означает, что они приведены к µ = 0, σ2 = 1. Подробнее о различиях в вычислении u и t:


где n – размер выборки.
Т.е., при вычислении u мы основываемся на параметре генеральной совокупности – σ, а при вычислении t – статистике выборки s.
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Рис. 2. Результаты выборочного эксперимента в Excel
Для первой выборки (строка 2) формулы в Excel:
х̅ = СРЗНАЧ(B2:F2)
R = МАКС(B2:F2)-МИН(B2:F2)
s2 =ДИСП.В(B2:F2)
s =СТАНДОТКЛОН.В(B2:F2)
(Подробнее о последней функции см. СТАНДОТКЛОН.В и СТАНДОТКЛОН.Г: в чем различие?)
В приложенном Excel-файле сделано 10 000 выборок. Гистограммы для этих 10 000 наблюдений приведены на рис. 3–7, где хорошо видны контуры распределений. Поскольку формулы в файле содержат функцию СЛЧИС(), все значения пересчитываются при каждом изменении на листе. Поэтому ваши значения будут отличаться, от того, что представлено на рисунках. При построении графиков в Excel я воспользовался новой возможностью, доступной в Excel 2016 – частотной диаграммой; подробнее см. Новые диаграммы в Excel 2016.
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Рис. 3. Распределение среднего х̅
Видно, что:
· распределение х̅ симметрично относительно среднего и имеет нормальную форму;
· среднее значение х̅ = 49,9846 очень близко к генеральному среднему, равному 50,0;
· стандартное отклонение х̅, равное 0,9102, близко к генеральному стандартному отклонению, равному 2/0,8944.
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Рис. 4. Распределение размаха R
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Рис. 5. Распределение дисперсии s2
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Рис. 6. u-распределение
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Рис. 7. t-распределение
Распределение х̅
В общем, справедливы следующие теоремы
Теорема 1. Пусть х1, х2, …, xn – это n наблюдений из генеральной совокупности со средним µ и дисперсией σ2, а х̅ – выборочное среднее. Тогда математическое ожидание, дисперсия и стандартное отклонение х̅ равны, соответственно:



Теорема 2. Пусть х1, х2, …, xn – выборка из распределения N(µ, σ2), а х̅ – выборочное среднее. Тогда х̅ распределено, как N(µ, σ2/n).
Важным представляется тот факт, что стандартное отклонение выборочного среднего в  раз меньше, чем для совокупности (рис. 8). Точность выборочного среднего как оценки генерального среднего пропорциональна корню квадратному из объема выборки .
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Рис. 8. Распределение случайной величины х и выборочного среднего х̅
Теорема 3. (Центральная Предельная Теорема) Распределение выборочного среднего из любой совокупности с конечной дисперсией стремится к нормальному распределению по мере роста объема выборки до бесконечности.
В соответствии с теоремой 2 выборочное среднее из совокупности с нормальным распределением имеет в точности нормальное распределение. А теорема 3 доказывает, что даже если распределение некоторой совокупности и ненормально, выборочное среднее все равно распределено приблизительно нормально. Приближение становится все лучше по мере роста числа n, но приемлемым оно становится уже при столь малом значении, как 5. На рис. 9, например, показаны распределения выборочного среднего из n наблюдений, взятых из равномерного распределения. Именно благодаря Центральной Предельной Теореме мы можем делать различные статистические выводы, используя выборочное среднее в предположении, что совокупность распределена нормально.
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Рис. 9. Пример действия Центральной Предельной Теоремы 
Распределение R
На рис. 4 можно увидеть, что:
· распределение имеет положительную асимметрию;
· среднее, равное 4,65, более чем в 2 раза превосходит генеральное стандартное отклонение σ (напоминаю, что мы строили распределению N(µ, σ2), где µ = 50, σ = 2);
· стандартное отклонение, равное 1,78, составляет около 0,9 от генерального стандартного отклонения σ = 2.
Теорема 4. Пусть R – размах выборки (х1, х2, …, xn) из распределения N(µ, σ2). Тогда математическое ожидание и стандартное отклонение размаха R есть:
(6) E(R) = d2σ
(7) D(R) = d3σ
где d2 и d3 – константы, зависящие от n (рис.10)
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Рис. 10. Константы
Для случая n = 5 имеем d2 = 2,326 и d3 = 0,864. По теореме 4 мы можем оценить σ из выражения
(8) σ̂ = R/d2
Распределение V (s2)
Из рис. 5 видно, что:
· распределение положительно асимметрично;
· среднее, равное 4,09, почти равно генеральной дисперсии σ2 = 22 = 4;
· стандартное отклонение, равное 2,92, составляет около 0,7 от генеральной дисперсии.
Теорема 5. Пусть V – дисперсия выборки (х1, х2, …, xn) из распределения N(µ, σ2). Тогда математическое ожидание и стандартное отклонение V:
(9) E(V) = σ2

Статистика V используется для оценки генеральной дисперсии σ2. Из выражения (9) следует, что ожидание как раз и равно σ2. Формула для оценки, в которой ожидание оказывается равным оцениваемому параметру генеральной совокупности, называется несмещенным оценивателем. Значит, V – это несмещенный оцениватель для σ2. Конечно, х̅ тоже несмещенный оцениватель для µ (подробнее о смещении см. СТАНДОТКЛОН.В и СТАНДОТКЛОН.Г: в чем различие?).
Между прочим, V получается в результате деления суммы квадратов отклонений S на (n – 1), что следует из определения дисперсии:

 Может показаться странным, что S делится именно на (n – 1), а не на n, и одна из причин этого заключается в свойстве (9). Другая причина состоит в том, что число независимых переменных, используемых при вычислении S, равно (n – 1). Когда, например, n = 1, при любом значении х1 мы имеем S = 0. Значит, в выборке с n = 1 нет информации о дисперсии. Мы можем получить информацию о вариации только при n ≥ 2, а n наблюдений содержат информацию о (n – 1) переменной. Это число называется степенями свободы. Обозначив их через φ, в данном случае будем иметь:
(12) ф = n – 1
u-распределение
Теорема 6. Пусть х̅ – среднее выборки (х1, х2, …, xn) из распределения N(µ, σ2). Тогда статистика

распределена как нормированное (или стандартное) нормальное распределение.
Обозначим двустороннюю α-процентную точку нормированного нормального распределения через u(α). А именно
(13) Pr{|u| ≥ u(а)} = α, где u распределено как N(0, 12). 
Это распределение используется при проверках гипотез и оценивании генеральных средних, когда σ известна.
t-pacnределение
Из рис. 6 и 7 мы видим, что распределение t похоже на распределение u, только с несколько большей вариацией.
Теорема 7. Подставив в выражение (1) вместо σ выборочное стандартное отклонение s, получим:

Величина t распределена как t-распределение со степенями свободы ф = n – 1. Поскольку вместо σ подставлена ее оценка, вполне естественно, что t-распределение имеет большую вариацию, чем нормированное нормальное распределение. Когда степеней свободы, ф = n – 1, немного, у этого распределения получаются длинные «хвосты». Когда же n очень велико, s будет очень близко к σ. Таким образом, мы можем надеяться, что для больших n распределение t будет мало отличаться от нормированного нормального распределения. Действительно, ведь при степенях свободы, равных бесконечности, t-распределение совпадает с нормированным нормальным распределением.
Распределение t однозначно определяется степенями свободы φ (рис. 11). Обозначим двустороннюю α-процентную точку t-распределения со степенями свободы φ через t(φ, α), т.е.
(14) Pr{|t| ≥ t(φ, а)} = α
где t распределено как t-распределение с φ степенями свободы (рис. 12). Распределение t используется для проверки гипотез и оценивания генеральных средних, когда σ не известна, или для проверки и оценивания разности двух генеральных средних.
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Рис. 11. t-распределение
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Рис. 12. Процентные точки для t-распределения
Эта таблица применяется для получения значений t при заданных числах степеней свободы (φ) и двусторонней вероятности (α). Когда, например, известно, что φ = 10, а α = 0,05, имеем t = 2,228. В принятых нами обозначениях табличное значение есть t(α, φ). Значит, t(10, 0,05) = 2,228. Когда φ = ∞, табличные значения совпадают со значениями процентилей нормированного нормального распределения, т.е. t(∞, α) = u(α). Формула в Excel для расчета t в ячейке В2 =СТЬЮДЕНТ.ОБР.2Х(B$1;$A2). В строке 28 формула нормального распределения u =НОРМ.СТ.ОБР(1-B1/2).
Проверка гипотез
Пример 1. Прочность на разрыв (предел прочности) нержавеющей стали, производимой на одном из заводов, сначала была стабильной со средним 72 кг/мм2 и стандартным отклонением 2,0 кг/мм2. Недавно разладился один агрегат. Он был снова налажен, и для определения эффекта наладки были взяты 10 образцов (рис. 13).
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Рис. 13. Прочность на разрыв десяти образцов
Предположим, что стандартное отклонение осталось тем же, что и до наладки. Можем ли мы заключить, что наладка привела к изменению прочности на разрыв стали? Давайте сначала уясним следующие вопросы.
1) До наладки прочность на разрыв стали была распределена как N(µ0, σ02). Здесь µ0 и σ0 известны и равны 72,0 и 2,0 соответственно.
2) После наладки прочность осталась распределенной как N(µ, σ2), где σ предполагается такой же, что и σ0 = 2,0, а µ не известно.
3) Вопрос в том, равны ли µ и µ0 или нет? А именно проблема сводится к сравнению двух генеральных средних µ0 и µ.
4) Десять образцов отбирались случайно из N(µ, σ2). Они несут некоторую информацию о µ.
Возьмем среднее х̅ по 10 образцам:

Это значение отличается от того, что было до наладки, µ0 = 72,0 кг/мм2. Однако из этого мы еще не можем заключить, что после наладки действительно изменилась прочность стали, поскольку выборочное среднее х̅ имеет вариацию и вовсе не всегда равно генеральному среднему. Давайте рассмотрим гипотезу о том, что после наладки прочность стали не изменилась. Если бы эта гипотеза была верна, то х̅ имело бы нормальное распределение со средним µ0 = 72,0 и стандартным отклонением

Следовательно, нормализация случайной величины u0 получается из

и эта величина распределена как N(0, 12). Поскольку из (15) мы имеем х̅ = 75,0, то значение u0:

Вероятность, что |u0| будет столь велико, как 4,74, крайне мала (около 0,000002). Это означает либо что произошло совершенно необычное событие, либо что наша гипотеза не верна. Таким образом, мы должны подозревать, что гипотеза µ = µ0 = 72,0 не верна. Решения на основе выборочных наблюдений о том, таков ли параметр генеральной совокупности или нет (например, решение о равенстве µ = µ0 = 72,0) называются проверками гипотез.
Предположив, что гипотеза не верна, мы говорим, что мы ее отбросили. В нашем примере, когда нулевая гипотеза Н0: µ = 72,0 будет верна, значение u0, вероятно, окажется близким к нулю. Значит, когда |u0| превышает некоторый предел, мы отбрасываем Н0. Можно, например, следовать такому предписанию: «Когда |u0| ≥ 1,96, отбросить Н0, а когда |u0| < 1,96, принять Н0». Придерживаясь этого, получим, что вероятность отбросить Н0, когда она на самом деле верна, равна:
(19) Pr(|u0| ≥ 1,96) = 0,05
Такая вероятность называется уровнем значимости и ее обычно обозначают α. Этот тип ошибки, при которой гипотеза неверно отбрасывается, называется ошибкой первого рода. Величина α обычно выбирается равной 0,05 (5%) или 0,01 (1%). Область значений u0, в которой гипотеза Н0 отбрасывается, называется областью отбрасывания, а область, где Н0 принимается, называется областью принятия (рис. 14).
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Рис. 14. Двусторонний критерий
Когда гипотеза отбрасывается, можно твердо настаивать, что «то значение параметра, которое фигурирует в гипотезе, неверно». С другой стороны, даже если мы примем гипотезу, все-таки нельзя безоговорочно утверждать, что эта гипотеза действительно верна, поскольку можно было бы принять многие другие гипотезы на основе имеющейся выборки данных, но лишь одна из них окажется действительно верной. Принимая гипотезу, которая на самом деле не верна, мы совершаем ошибку, называемую ошибкой второго рода; ее вероятность обозначается β. Для µ ≠ µ0 имеем:

и вероятность ошибки второго рода иллюстрируется на рис. 15. Когда гипотеза не верна, мы хотим отбросить ее с высокой вероятностью. Вероятность отбрасывания неверной гипотезы называется мощностью критерия и обозначается Р, где Р = 1 – β. Значение Р, как видно из рис. 16, меняется в зависимости от разности между µ и µ0.
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Рис. 15. Ошибка второго рода
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Рис. 16. Кривая мощности для примера 1
Метод проверки гипотезы показан в таблице (рис. 17).
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Рис. 17. Проверка гипотезы и оценивание генерального среднего, когда σ известна
Пример 2. Можно ли в примере 1 считать, что после наладки оборудования увеличилась прочность стали? Допустим, что все остальные условия сохранились прежними. В примере 1 нас интересовало, привела ли настройка оборудования к изменению прочности или нет. Когда гипотеза Н0: μ = 72,0 была отброшена, мы пришли к решению, что μ ≠ 72,0. В этом примере нам необходимо выяснить, увеличилась ли после настройки прочность или нет. Если нулевая гипотеза будет отброшена, то мы заключим, что μ > 72,0.
Когда гипотеза Н0 отбрасывается, та гипотеза, которую мы принимаем, называется альтернативной гипотезой (или альтернативой) и обозначается H1. В примере 1 суть Н1 была следующей:
(21) Н1: μ ≠ μ0 = 72,0, 
тогда как в примере 2 нулевая гипотеза:
(22) Н1: μ > μ0 = 72,0, 
При проверке альтернативной гипотезы (21) область отбрасывания приходилась на оба хвоста распределения, как показано на рис. 14. Для (22), напротив, область отбрасывания приходится только на правый хвост, как показано на рис. 18. Первый из этих критериев называется двусторонним критерием, а второй – односторонним критерием.
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Рис. 18. Односторонний критерий
Метод проверки гипотезы для примера 2 приведен в таблице (рис. 19).
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Рис. 19. Проверка гипотезы и оценивание генерального среднего (односторонний критерий)

Оценивание параметров
Пример 3. В примере 1 мы заключили, что средняя прочность изменилась. Пусть так, но каково же теперь новое генеральное среднее? Оценивание – это процесс анализа выборки, направленный на предсказание соответствующего значения параметра генеральной совокупности. Точечная оценка – это оценка параметра совокупности, представленная одним числом. Точечная оценка параметра θ обозначается θ̂. Например, генеральное среднее μ в примере 1 оценивается с помощью х̅:
(23) μ̂ = х̅ = 75,0 кг/мм2
Интервальная оценка – это оценка параметра совокупности, даваемая двумя числами, между которыми, как считается, лежит значение параметра.
Положим, что х1, х2, …, xn извлечены из N(µ, σ2), тогда выборочное среднее х̅ распределено как N(µ, σ2/n). Запишем

тогда u будет распределено как N(0, 12). Следовательно, вероятность, что значение u окажется между ± u(α) равна (1 – α), где u(α) - двусторонняя α-процентная точка нормированного нормального распределения. Или

Преобразуя выражение 23, получим:

Этот интервал называется 100(1 – α)%-ным доверительным интервалом для μ, а верхняя и нижняя границы этого интервала называются доверительными пределами. Согласно выражению (25) вероятность того, что интервал накроет μ равна (1 – α). Эта вероятность, например (1 – α), называется доверительным уровнем. Обычно доверительный уровень выбирается равным 0,95 или 0,99. Выбрав 0,95 из (25) получим 95%-ные доверительные пределы:

Ответ на вопрос примера 3 приведен в этапе 4 таблицы на рис. 17. Итак, мы можем оценить, что новое среднее с вероятностью 95% находится в диапазоне μ = 73,76 … 76,24.
Проверка гипотез и оценивание генеральных средних, когда σ неизвестна
В разных задачах приходится рассматривать те или иные виды критериев и методов оценивания. Основные принципы и подходы остаются при этом точно такими же, что описаны выше, меняются лишь используемые статистики. Некоторые из наиболее распространенных критериев и оценок будут рассмотрены далее. Для начала мы обсудим критерий и оценку генерального среднего, когда σ неизвестна.
Пусть из совокупности со средним μ и стандартным отклонением σ извлечены n образцов. Тогда выборочное распределение

можно представить, как нормированное нормальное распределение. Мы пользовались этим для проверки гипотезы и оценивания генерального среднего, когда σ была известна. Однако иногда σ неизвестна. В таком случае кажется естественным заменить σ на s и применить выражение

вместо выражения для u, где s – выборочное стандартное отклонение:

Чтобы воспользоваться этой статистикой, нам надо знать выборочное распределение t. Оно известно как t-распределение с (n – 1) степенями свободы.
Для проверки гипотез
(28) Н0: μ = μ0    и     H1: μ ≠ μ0
вычислим t0 из

и сравним полученный результат с t(n – 1, α), где t(n – 1, α) – двусторонняя α-процентная точка t-распределения с (n – 1) степенями свободы. Если |t0| ≥ t(n – 1 , α), гипотеза Н0 отбрасывается, а если |t0| < t(n – 1 , α), Н0 принимается. В случае одностороннего критерия, т.е. когда H1: μ > μ0 или H1: : μ < μ0, значение t0 сравнивается с t(n – 1, 2α) или –t(n – 1, 2α) (минус t) соответственно.
Поскольку значение t, определяемое из (2), распределено как t-распределение с φ = n – 1, получим:

Подставив вместо t в (30) выражение [image: ] и выполнив преобразования, находим:

В результате получатся следующие 95%-ные доверительные пределы для μ:

Пример и метод анализа показаны в таблице (рис. 20).
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Рис. 20. Проверка и оценивание генерального среднего, когда σ неизвестна
Проверка гипотез и оценивание различий между двумя генеральными средними
Пусть у нас есть два набора образцов изделий, и мы хотим знать, равны средние двух популяций или нет. Предположим, что х11, х12, …, x1n1 – это n1 образцов из первой совокупности, a х21, х22, …, x2n2 – это n2 образцов из второй совокупности, причем среднее и дисперсия первой совокупности равны μ1 и σ2, а для второй – μ2 и σ2. Для проверки гипотезы о разности между двумя генеральными средними мы испытаем разность (х̅1 – х̅2). Поскольку распределения выборочных средних х̅1 и х̅2 можно рассматривать как N(μ1, σ2/n1) и N(μ2, σ2/n2) соответственно, то и разность (х̅1 – х̅2) тоже будет иметь нормальное распределение N{μ1 – μ2, σ2(1/n1– 1/n2)}. Следовательно, после нормирования

получится распределение N(0, 12). Давайте теперь предположим, что σ неизвестна. Подставив s вместо σ, получим:

где

a S1 и S2 – суммы квадратов для каждой выборки. Величина t в (34) имеет t-распределение с φ = n1 + n2 – 2. Если между этими двумя средними нет разницы, то, положив μ1 = μ2 в (34), мы получим:

Пример и метод анализа показаны в таблице (рис. 21).
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Рис. 21. Проверка гипотезы и оценивание разности двух генеральных средних
Проверки гипотез и оценивание для парных наблюдений
При отборе из двух совокупностей иногда значимое различие в средних оказывается обусловленным дополнительными факторами, тогда как на самом деле различия отсутствуют, а мы пытаемся измерить этот эффект. Например, в эксперименте по проверке, какой из двух типов удобрений (А или В) лучше, на каждой из 10 сортоиспытательных станций выделено по две делянки с пшеницей. На одной из делянок вносится удобрение А, а на другой – В. Если сравнить среднее из 10 наблюдений за делянками с удобрением типа А со средним из 10 наблюдений за делянками с удобрением типа В, то наблюдаемое различие (если оно обнаружится) может быть обусловлено разными типами почв или неодинаковыми метеоусловиями, а вовсе не какими-то различиями между самими удобрениями. Может быть и так, что различия между удобрениями в действительности есть, но они затушевываются другими непонятными факторами. Для преодоления этих трудностей прибегают к такому типу эксперимента, в котором проводятся парные наблюдения. Мы должны гарантировать, что два члена любой пары будут идентичны во всех отношениях, кроме одного, которое мы и пытаемся измерить. Значит, каждая пара делянок должна закладываться на практически одинаковой почве, в одних и тех же метеоусловиях и т.п.
Пусть x1i, будет первым членом i-й пары, а x2i – вторым членом. У нас есть, скажем, n пар наблюдений
(x11, x21), (x12, x22), …, (x1i, x2i), … ,  (x1n, x2n)
Если взять разности di = x1i – x2i, то получатся n наблюдений di. Нас интересует гипотеза о том, что μ1 = μ2. Эта гипотеза утверждает, что между способами обработки делянок нет различия, т.е. нет разницы в парах. Здесь возможны различия между парами, но они могут быть элиминированы при переходе к разностям di. Если эта гипотеза верна, то значение di, должно следовать распределению со средним, равным нулю. Проверка осуществляется точно так же, как и в примере 4 (t-критерий с φ = n – 1). Пример и метод анализа показаны в таблице (рис. 22).
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Рис. 22. Проверка гипотезы и оценивание для парных наблюдений
Критерии значимости для коэффициента корреляции
Если мы хотим узнать силу связи между двумя переменными х и у, надо вычислить выборочный коэффициент корреляции r. Предположим, что х и у имеют двумерное нормальное распределение с генеральным коэффициентом корреляции ρ. Даже если ρ = 0, выборочный коэффициент корреляции r не всегда будет равен нулю. Проверить, равен ли нулю генеральный коэффициент корреляции ρ или нет, можно с помощью следующей теоремы. 
Теорема 8. Пусть (хi, уi), i = 1, 2, …, n, будут n образцами из двумерного нормального распределения с коэффициентом корреляции, равным нулю. Обозначив выборочный коэффициент корреляции через r, получим, что

имеет t-распределение с (n – 2) степенями свободы.
В таблице (рис. 23) приведены 30 пар данных о давлении воздуха и проценте дефектов в пластиковых емкостях. Можем ли мы утверждать, что между этими двумя характеристиками есть корреляция?
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Рис. 23. Данные о давлении воздуха и проценте дефектов в пластиковых емкостях
Метод проверки гипотезы, о том, что генеральный коэффициент корреляции равен нулю, приведены в таблице (рис. 24).
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Рис. 24. Критерий для выборочного коэффициента корреляции
Итак, вы познакомились с основами и методами статистического вывода. Кроме этих методов, есть еще много более сложных. Например, 1) критерии и оценки для генеральной дисперсии; 2) дисперсионный анализ (см. Однофакторный дисперсионный анализ); 3) планирование и анализ экспериментов (см. Фишер. Статистический вывод); 4) многофакторный регрессионный анализ (см. Двухфакторный дисперсионный анализ) и т.д.
Упражнения
Упражнение 1. Объясните разницу в содержании следующих пар терминов:
1) генеральная совокупность и выборка;
2) параметр совокупности и статистика;
3) ошибки первого рода и второго рода;
4) уровень значимости и доверительный уровень.
Упражнение 2. Вычислите статистики для 10 выборок:
[image: ]
Подсказка. Если затрудняетесь, вернитесь к рис. 2 в начале заметки.
Упражнение 3. В одном исследовании требовалось установить, влияет или нет определенная обработка поверхности некоторого материала на его сопротивление трению. Были изготовлены опытные образцы материала, затем 5 из них были обработаны, а остальные 5 остались необработанными. Было измерено сопротивление трению 10 образцов. Результаты приведены ниже:
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Ответьте на следующие вопросы:
1) Можно ли утверждать, что обработка повышает сопротивление трению? Проверьте вашу гипотезу.
2) Найдите 95 %-ные доверительные пределы для разности средних сопротивлений трению между обработанными и необработанными образцами материала.
3) Улучшите план приведенного выше эксперимента, если это возможно.
Ответы
Упражнение 1.
1) Генеральная совокупность – это что-то, над чем мы совершаем действия; выборка составляет от нее малую часть. Опираясь на эту выборку, мы можем оценить характеристики исходной совокупности.
2) Параметром совокупности называется константа, характеризующая данную совокупность, а статистикой – функция от выборочных наблюдений, полученных из совокупности. Опираясь на значение статистики, мы можем делать выводы относительно соответствующего параметра совокупности.
3) При проверке гипотез можно сделать два вида ошибок. Ошибка первого рода – это ошибочное отбрасывание верной гипотезы, а ошибка второго рода – ошибочное принятие ложной гипотезы.
4) Уровень значимости есть вероятность некорректного отбрасывания гипотезы, а доверительный уровень – это вероятность того, что доверительные пределы накроют истинное значение оцениваемого параметра.
Упражнение 2.
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Упражнение 3.
1) Проверяем гипотезу, что обработка повышает сопротивление трению.

[image: ]
3) Сравнение надо делать между максимально похожими друг на друга образцами. Для достижения этого было бы лучше всего разрезать каждый из специальных образцов пополам, затем одну половину обработать, а другую нет. Тогда в ходе анализа можно было бы определить, существуют ли какие-нибудь различил между парными образцами.
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1.TMnoTE3s1, YpOBEHS IHAUUMOCTH
=l

Hy i # o (€ =0,05 401 0,01)
2.CratcTuka

3, Kpwrepui
Monyuute 3xauenve t(n -1, )
3 TaBnuus t ~ pacnpesenenus
Eonultol> tn - 1,0) +
oT6pOCATS Ho
Ecnultl< t(n-1,a) >
npuHaATs Hy
4. Ouewvsanive
fi=x

W=R+tn-1,a)

5. 3aknwyenve

1.TANGTe3s1, YPoBEHs 3HAYUMOCTH
Hotu =ho =72,0
Hy i # i (@ =0,05)
.2, Cratueraxa

Ex;=750,0; Exf = 5630876
750

5=56308,76 — 7?3“ 58,76
58,
T T 6,53 =2,56
76,0-72,0
DRSS 3
2,56//10
3. Kpurepuii

#(3, 0,05) = 2,262
It =3,71 > 2,262 = (9, 0,05)
> oT6poCHTS Hy

4. CueHnpanve
=750

u=750+2262%

2,56

=750 1,83 krimm®
5. akmoverme

CreayeT M3Hath Ha § %-Hom
YPOBHE SHAUUMECTH, 4TO oG
Hanajkv o60pYAOBAHHUA H3MeEHH-
J12Ch NPONHCCTS CTaNM. 95 %-Heie
A0BPHTENbHBIE NPEREH AT
CpeaHero paHbi 75,0 &

+ 1,83 kr/mMM?
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fipumep 5. Wconepopanoch BNMAHKE TOKA C3apKM HA CONPOTMBIIEHHUE

paspsisy CBApHOro Wsa:

X,(600 A): 37 29 35 28 24 36 40 37 33 28 39
X,(800 A): 22 32 27 30 24 34 32 20 24 25 28 26 26

ECTh 1M KaKoe-HWGY b PaSIMYME 3 CONPOTUBTEHWH Pa3pbisy cBapHoro
WBa, 0NY4EHHOT0 NIPH ABYX Pa3MHiHbIX CHNaX TOKE?

Meron

Mpunep

1. FUnoTe3s, YpOSeHs SHaUMMOOTH
Hot g =Hg
Hyt i # o (=005 wu 0,01)
2. Cratuora

symnsg 220

1. THIOTE3bl, ypOBeHS IHAUAMOCTH
Hot iy =itz
Hyt g # i, (@=0,05)
2.CrarucTakn

£X4;=366

Exjj= 12454
Ex37= 350 Zx3; = 9630
%, =366/11=33.27

7, =350/13=26,92
S, = 12454 - (366/11) =
= 276,18

S, = 9630 - (3502/13) =206.92

/w_
11413-2 -

=21,96=4,69
33,27 - 26,92

469 ‘/,‘1— «-“—

o = =33
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3. Kpreprii
MonyuuTe sHaseHme
tn, +n; -2, @) w3 TaGTALS
t-pacnpegenenun
Ecnull> i(n, +n,=2,0) ~
~ 016pocHTE Hy
Ecnultl< t(n, +n, = 2,0) ~
+ npwrATs Hy
4. Ouenusanme

T, ~I=x, =X,

Wy =y =Xy =X} £ty +0, =

5. 3akniouetie

3. Kpurepuii
1(22,005) = 2,074
1t,/=3,30>2,074=1(22,0,05) ~
> 0T6pOCHT Hq

4. Oughmaatine

Uy -1, =33,27 - 26,92=6.35
, =6,
1

" 352,074 469%

1
X7

5. 3aknioveHne

Cheayer nouasars Ha § %-Hom
YPOBHE 3HAUHMOCTH, 4TO OyLeCT-
Byer paanune 5 CoNpoTHBAHMK
paspeiny CBADHOTO Ba DM ABYX
PasnMYHbIX CAslAX TOKa. 95 %-Hble
A0BEpHTENBHbIE TDEEISI ANA A
HocTH opepHnx pagti 6,35 +
+3,98 kr/cm

15 =635 398 wrfom
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Mpuwep 6.

Bbini vamepensi aniel 10 06pasuos uzpendii go u nocne

X CEXHT@ B BICOKOYACTOTHOT ey, MIpMBENa N TepM00BpaBoTKa K a-

MeKeHHo vx pasmepon?

O6pazey [Ron6- |Mocne o~ | OBpaseu [Aoos- |Mocre of-
ra, M | ura, Mm e, mm | mare, nant
1 1194 | 1200 5 196 | 1198
2 11,99 1199 r 11,95 1203
3 1198 | 1195 8 196 | 1202
4 12,03 1207 9 11,92 12,01
5 1203 | 1203 10 1200 | 1199
Meron Mpumep
1.TMAOTE3b!, YPOBEHD SHAUAMOCTH | 1. FUNOTE3S, YpOREHS IHAUKMOCTH
Hot ly=Uy=0 Ho: #y=uz=0
Hyt =% O(a=005umm By # Ofa=008)
001)
2.CrammcThin 2. Craruerikm
=X 7
X1 2 4 g
1,94 1200 -006 0,0036
11,99 11,99 0,00 0,0000
1,96 1195 003 0,0009
1203 1207 -004 0,0016
1208 1203 000 0,0000
119 1198 -002 0,0004
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3. Kputepii
Monywhre t(n - 1, 2) s
t-rabnuys!
Ecnultyl>t(n=1,0) =

- 016pocHTh Hy
Eomltgl<t(n = 1,00~

- npwHaTS Hy

4. Oyenwsarne

1195 1203 -0,08 00064
1196 1202 -0,06 00035
1192 1201 -0,09 00081
1200 11,98 0,01 00001
Viroro -031 00247
d =(-0,31)/10=-0,03!
(=031

‘/n‘ozn -
s= [—F——=

=/ 0,0016766 = 0,0409
-031
0,0409/+/ 10

3. Kpurepuit
109,0,05) =2,262
It = 2,40 > 2,262 = (9, 0,05) =

> OT5pOGHTL Hy

ty= =-240

4. Ougnvsatine

(Tl ,031

Uy =y ==0,031 £2,262%
X (0,0409/y/10) = ~0,031

£0029um
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5. 3akniouenue

5. 3akniovene

CheyeT Npu3HaTh Ha § %-Hom
YDOBHE JHAYAMOCTH, 4T0 TEPMO-
06paGoTKa ACHCTBUTENbHO Hame:
HHET Anity OGpasuoe. 95 %-Hle
R0BEDHTENsHbIE FpatMUbl ATA pas-
TM4MA B CPERHKX paskbl ~0,031 +
+0,029 v
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Aata I.lasneme.l Mpoyext MAara | Aasnerue,| Mpouent
Kro/ow® | aedexTon KTc/cm? | nedexton

OkrA6pL 1 8,6 0,889 |OkTabps 22 87 0892

2{ 89 0,884 23| 85 0877

3 88 0,874 24 92 0885

4] 88 0891 25| 85 0,866

5| 84 0874 2| 83 089

6 87 0,886 29 87 0896

9| 92 0911 30| 93 0928

10 8,6 0,912 31 89 0,886

1y 92 0895 | Hosops 1| 89 0,908

i) 87 0,896 2| 83 0881

5] 84 0894 5| 87 0882

161 82 0864 6| 89 0904

17 92 0,922 T 07 0912

1B 87 0909 8| 91 0925

19 94 0,905 9 8,7 0872
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MeTor

Npuvep

1. TUNOTE3L, YPOBEHS SHAMMOGTH

1. FMNOTE3b, YPOBEHb 3HAWIMOCTH

Hoip=0 Ho:p=0
Hy 20 # 0 (o= 0,05 wm 0,01) H, %0 (@=005)
2.Cramuoruka 2.Cramuoruka
S0 =Zxf- —[—X‘L—— S(xx) =2,8787
. Gy S(yy) =0,0084015

S(wl:ZV;—(‘,-,Z‘J— S(xy) =0,091293

. Ex)(Ey) 0,091293 _
Stxy) =Exyy - XNEA) =
SR " 2,787 < 0,0084015

= 0,587

____S(xy) __0587xY30-2  _
“Vs(xsiyy) T JT-oger

=3,837
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3. Kpntepuit

Tonyaue snasenne (o = 2, @)
W3 t-TabAMus!

Ecamlty]> tn - 2,a)+
~+ or6pockTs Hy

Ecnlty]< t(n=2,0)
> NPUHATL Hy
4. Ouenmpaiine

b=r
5. 3aKnovenue

3. Kouepuit
128, 0,05) = 2,048

It,]=3,837> 2,048 =
(28, 0,05)+
- oT6poCHTS H,

4. Cuennpanve
0,587

5. 3aknwyenme

TIPUXORUTCA KOHCTaTHpOBATS,
410 a5 %-Hom yposHe 3Hau-
MOGTH ECTh KOPDENFLIA MeXAY
AABeHABM RO31YXA H MPOLIEKTOM
AedeKTOoB NNacTMKOBLIX EMKOC-
Tei. Todedran ouenka koahdu-
wWHeNTa KoppenALK pasia 0,587

p=
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OBpaborastsie |HeospaboTaitiie
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»
o

M'n/n| & |
1.

1 504 5 3,80 195 045 | 0,46
12 518 4 2,20 148 201 | 272
13 50,0 ¢ 2550 158 000 | 0,00
14 50,0 4 2,50 1,58 000 | 000
15 50,4 5 3,80 1,95 045 | 046
16 50,8 8 820 286 089 | 062
17 50,6 5 530 230 057 | 058
18 50,6 4 230 162 057 | 088
19 49,6 [ 4,80 219 -045 | -0,
20 50,6 5 3,80 1,95 067 | 069
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1. THIOTE3bl, YpOBEHb 3HAYUMOCTH:
Ho * p1 = Has

Hy 't > s (= 0,05).

2. CraTncTuka:

Ixy=T15;

£x3;=1222,33;

Ixy=681;

= 942,23;

%1 =775/5=1550;
%,=681/5=13,62;

8, =1222,33 - (77,5%)/5=21,08;
S, =942,23 - (68,12)/5 = 1471;

f 2108+ 1471 35,79 1
T = / 4,474=2115;

z.usx,/ 5
3. Kpnrepm

(8,0, 10) = 1,860;
405 < 1860 = (8,0, 10)

~ npuKAT Ho.

=1,405.

3376

to

4. 3akniosehme. Mel He MOKEM YTBEPXABTb C § S-Heim
VPOBHEM 3HQSMNOCTH, 1TO 0GPaGOTKa NOBbILIAET CONPOTHE"
JieHwe TpeHHI.

Xy —X2=188;
(K3 = %) £ H(n, +n5 = 2,0,08) X sX

1882306 2,115% [ & *'r

1,88+ 3,08=—1,20~ 496.




